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Poznamy nowe fakty matematyczne, ktére pozwola nam w tatwy sposéb rozwigzaé
ponizsze zadania.

Zadanie 1.

W szkole uczniowie poznaja ceche podzielnosci przez 3 oraz przez 9. Znajdz ceche
podzielnosci przez inne liczby jak np. 7, 11, 13.

Zadanie 2.

Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3
czesci, to zostanie 1 kostka. Przy podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku
podziatu na 7 czesci zostang 2 kostki. lle kostek ma czekolada, jesli wiadomo, ze kostek
jest mniej niz 1007

Zadanie 3.
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 314494,
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Moéwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(modn) <= a—b=t-n dlapewnejliczby caltkowitej t

Uwaga

Dwie liczby catkowite przystaja do siebie modulo n wtedy i tylko wtedy, gdy daja ta
samga reszte z dzielenia przez n.

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?
10=1(mod9), —-1=113(mod6), —12=13(mod5),

—5=31(mod7), —26=44(mod 10), 23 =71 (mod 11)
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Witasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a = a(mod n),

e a=b(modn) = b=a(modn),
e a=b(modn), b=c(modn) = a=c(modn).
@ Kongruencje mozna stronami dodawa¢, odejmowac i mnozy¢, tzn.

a= b (mod n), ¢c=d (mod n)

I
at+c=b+d(modn), a—c=b—d(modn), ac= bd (mod n)

Oznacza to, ze na kongruencjach mozna wykonywaé podobne rachunki jak w przypadku
réwnosci. Zobaczmy to na przyktadzie.
Rozwiaz nastepujaca kongruencje:

3X+12 = 16 (mod 26) — 3X =4 (mod 26) — 27X = 36 (mod 26) — X = 10 (mod 26)
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

as = a0 (modn)
ata = aib (mod n)
a2a®> = a2b® (mod n)
ama™ =  amb™ (mod n)
ama™ + ...+ aata = amb™+ ..+ aib+ ao (mod n),

tzn. f(a) = f(b) (mod n), gdzie f(X)=amX™ + ...+ a1 X + a

Zatem

a=b(mod n) = f(a)= f(b) (mod n)
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Jak skonstruowany jest system dziesietny?
4326 =4-1000+3-100+2-10+6-1=4-10>+3-10°+2-10' +6
Ogolniej, liczbe naturalng N w systemie dziesietnym mozna zapisa¢ nastepujaco:
N = (cica...cn)i0 = a110™ ' 4+ 010" 2 + ... + co_110" + .

i wtedy
N = £(10), jesli f(X) = aX" '+ X" 2+ ... + o1 X' + cn.
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fFX)=aX" '+ X" 2+ . +caX + e

f(lO) = (C1C2.,.C,,)10 f(l) =c+c+..Cho1+Cn

10 =1 (mod 3)
I

£(10) = £(1) (mod 3)
U

(C1C2...Cn)1o = f(lO) = f(].) =c+c+...+Ch-1+Cn (II]Od 3)

tzn. 3 dzieli (cicz...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli sume jej cyfr.

Czy wiesz jak udowodni¢ ceche podzielnosci przez 9 oraz przez 117
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10 = —1 (mod 11)
U

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta +(-1)"?c2+ ... — ch_1 + ¢y (mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N = (c1¢2...¢n)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienna sume jej cyfr.

Przyktad

Aby sprawdzi¢ podzielnos¢ liczby 123456789060704 przez 11 obliczamy sume
naprzemienng cyfr

4-04+7-0+6-0+9-84+7—-6+5—-4+3-2+1=22,
ktéra jest podzielna przez 11. Zatem 11 dzieli 123456789060704.
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Cechy podzielnosci przez inne liczby s3 bardziej skomplikowane. Przyjrzyjmy sie cesze
podzielnosci przez 7 oraz przez 13.
Liczbe naturalna
N = (cica...cn)io = a110" ' 4+ 10" 2 + ... + co_110" + c»

mozemy zapisaé w postaci

N = ... + 1000*(cn—5Cn—4aCn—3)10 + (Cr—2Cn—1Cn)10-
Zauwaz, ze jesli

g(X) = ...+ X(cn—s5¢n—a¢n—3)10 + (€h—2€n—1¢n)10,

to
N = g(1000).
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1000 = —1 (mod 7,13) (bo 1001 = 7-11-13)
U

N = g(1000) = g(—1) (mod 7,13)
g(=1) = ... + (=1)*(cn-5¢n—-2Cn—3)10 + (Cn—2Cn—1Cn)10
Stad 7 (tak samo 13) dzieli liczbe N wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

"naprzemienna sume’ liczb powstatych z podziatu liczby N na trojki.

Przyktad
7 dzieli 23697678872, bo 872 — 678 + 697 — 23 =868 =7 - 124 J
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Zadanie 2

Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest x. Jesli podzieli¢ czekoladg na 3
czesci, to zostanie 1 kostka. Przy podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku

podziatu na 7 czesci zostana 2 kostki. lle kostek ma czekolada, jesli wiadomo, ze kostek
jest mniej niz 1007

Czy wiesz jak rozwigzaé zadanie 2?7
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Nalezy rozwigzaé¢ uktad kongruencji
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1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

zastosowania



Twierdzenie (chinskie o resztach)

Jesli nq,...,ng sa parami wzglednie pierwsze oraz ri,..., rc sa liczbami catkowitymi, to
istnieje liczba catkowita x taka, ze

x= n (mod n)
x = rg (mod ng)
Liczba x jest wyznaczona jednoznacznie modulo  ny-...- ng.
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1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

—
X X X
(11l

Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u+13=2(mod7) = uv—-1=2(mod7) = u=3(mod7) = u=7s+3
Ostatecznie x = 15(7s + 3) + 13 = 105s + 58.

Odp. Liczba kostek czekolady réwna jest 58.
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Zadanie 3
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 314494, J

Do rozwigzania potrzebowa¢ bedziemy tzw. funkcji Eulera.

Nazwa tej funkcji pochodzi od nazwiska szwajcarskiego matematyka L. Eulera, ktéry zyt
w latach 1707-1783.
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Funkcja Eulera
Funkcja ¢ : N — N jest jednoznacznie okreslona poprzez swoje wtasnosci:
(1) Jesli NWD(n,m) =1, to ¢(nm) = ¢(n)p(m).

(2) Jesli p jest liczba pierwsza, to @(p*) = p*~1(p — 1).
W szczegélnosci ¢(p) = p — 1.

Twierdzenie Eulera

Jesli NWD(a, n) = 1, to a®™ =1 (mod n).

Przyktad
(200) = p(2°5%) = p(2%)p(5%) = 2%(2 — 1)5*(5 — 1) = 80
Zatem

3% =1 (mod 200).
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Zadanie 3
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34494, J

Rozwiazanie.
Nalezy znalez¢ reszte z dzielenia liczby 3'#4%* przez 1000.
Obliczmy (1000) = (235%) = ¢(23)¢(5%) = 400.
Zatem
314404 _ 3400-36+4 _ (3400y3634 _ 34 (1,4 1000)

bo 3% =1 (mod 1000) na podstawie twierdzenia Eulera.

Poniewaz 3* = 81, wiec
ostatnie trzy cyfry liczby 3'44%* to 081.
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@ Rozwiaz kongruencje
e 3X + 31 =15 (mod 47)
e 3X =8 (mod 13)
o 14X = 22 (mod 36)
@ Znajdz i uzasadnij ceche podzielnosci przez 101.
Wsk. 100 = —1 (mod 101).

© Wykorzystujac kongruencje 1000 = 1 (mod 27, 37) wyprowadz cechy podzielnosci
przez 27 oraz 37.

@ Wykorzystujac kongruencje 100 = —2 (mod 51) wyprowadz ceche podzielnosci przez
51.

© W sadzie zebrano jabtka, ktérych nie byto wiecej niz 1000. Gdyby podzieli¢ jabtka
réwno do 7 koszy, to zostanie 1 jabtko. Gdyby podzieli¢ jabtka réwno do 13 koszy, to

zostanie 6 jabtek. Mozna jednak podzieli¢ jabtka réwno na 11 czesci. lle zebrano
jabtek?

@ Znajdz ostatnie dwie cyfry nastepujacych liczb 76%42, 289289 7°°.
Wsk. Oblicz ¢(100).
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| to juz koniec!
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